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Calcolo delle Probabilita
Soluzioni 13. Legge (debole) dei grandi numeri

Combinazioni lineari di v.a.

Valore atteso di una combinazione linearSiano X, . .., X,,, n variabili aleatorie definite sullo
stesso spazio di probabilit&®, 7, P) e sianacy, . . ., ¢, costanti reali. Allora

E( Z: ciXi> = ZZ:QE(XZ-).

Varianza di una combinazione linearBianoXy, ..., X, n variabili aleatorie definite sullo stesso
spazio di probabilitd2, 7, P) e sianacy, . . ., ¢, costanti reali. Allora

Var< Z CiXi> = Z Cfvar(XZ) + Z Z CZ'C]'COV(XZ', X])
1=1 1=1

i=1 j=1
i

= Z szvar(Xi) + 2 Z Z CiCjCOV(Xi, XJ)
=1 =1 j=1
j<i

Nel caso in cui le variabili aleatori&, . . ., X,, siano a due a due incorrelate, allora

Var( > CiXi> => " cVar(X;).
i=1 i=1

Correlazione nel caso di pidi due variabili. Date due variabili aleatori& ed Y si ha che
—1 < Corr(X,Y) < 1. Date piu di due variabili aleatorie, ad esempld, Y e Z, i valori che
possono assumere le correlazioni CarrY’), Corr( X, Z) e CorY, Z) sono tra loro vincolati, e
non possono assumere liberamente I'uno dagli altri qusileédore tra -1 e 1.

Esempio.Siano date tre variabili aleatorie dicotomiche Y e Z i cui possibili valori sono sola-
mente -1 e 1. Allora, se Cdik,Y) = —1 e Cor( X, Z) = —1, abbiamo che quand§ = 1, si ha

Y =7 =—1,equandaX = —1, sihaY = Z = 1. Segue ch& e Z assumono sempre lo stesso
valore e percio Cofl, Z) pu0 solo essere pari a 1.

Media campionaria.Siano X1, . .., X,, variabili aleatorie indipendenti con valore atteso pari a
e varianza pari @* (non necessariamente identicamente distribuite) esia= (1/n) >, X;.
Allora

_ 17 17 1
E(X,)=E|[- X, =— E(X;) = — = U,
<>(n;)n;<>nnuu

0.2

_ 12 12 1
Var(X,,) = Var| — X, =— Var(X;) = — 2=,
ar(X,,) ar(n ; ) = ; ar(X;) —no -

1
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Legge (debole) dei grandi numeri.Nella formulazione piu semplice, la legge dei grandi numer
riassume il risultato sperimentale secondo il quale, adaaee delle ripetizioni di un esperimento
sotto identiche condizioni, la frequenza relativa di unregegende a stabilizzarsi.

In particolare, siand(y, ..., X,, v.a. indipendenti ed identicamente distribuite con vahitesoy.
Allora, la media aritmetic&?"_, X;/n tende, al crescere di, alla quantita costanfe.
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Combinazioni lineari

Esercizio A. a)Assumendo Ca\X;, X5) = 0, 5, valore atteso e varianza Hisono dati da

E(Y)=2-1+1-2=4 e VaY)=4-1+1-3+2:2-1-0,5=0.

b) AssumendaoX; ed X, indipendenti, valore atteso e varianzardsono dati da

E(Y)=2-1+1-2=4 e VarY)=4-1+1-3=7.

Esercizio B. a)Indicando conX = 10.X; + 20X, + 30X3 il valore giornaliero del portafoglio, si
ha:

E(X) = 10-3+20-2,5+ 304 = 200,

Var(X) = 10*-0,5+20%-0,8+30*-14+2-10-20-0,6+2-10-30-0,6+2-20-30-0,85
= 2890.

b) Nel caso in cui i tre titoli si comportino in modo indipendersi ottiene:

E(X) = 10-3+420-2,5+30-4 = 200,
Var(X) = 10%-0,5+20%-0,8 + 3071 = 1270.

Legge (debole) dei grandi numeri

Esercizio C.Per prima cosa verifichiamo chg¢ E) = ;e Var( X') = 1, 2. Infatti:

E(X) = (1/10)- (p—2) + (2/10) - (n — 1) + (4/10) - () + (2/10) - (p + 1) + (1/10) - (1 + 2)
= [(1/10) + (2/10) + (4/10) + (2/10) + (1/10)] - ¢ — (2/10) — (2/10) + (2/10) + (2/10)
= W
Var(X) = E[(X —p)?] = (1/10) - (=2)* + (2/10) - (=1)* + (4/10) - 0+ (2/10) - (1)* + (1/10) - (2)?
= (4/10) + (2/10) + (2/10) + (4/10)
= 12/10=1,2.

a) Valore atteso e varianza di,, sono dati da:

E(X,) = E(X) =, e VarX,)= 2 _ 12

n n

b) Applicando la disuguaglianza di Tcebycheff si ottiene:
P(| X100 — 1| <0,5) = P(|7100 —pl <k- (U/\/ﬁ)) >1—(1/k)%

Ponendd: - (o /v/n) = 0,5sihak =0,5-,/n/0? =0,5-,/100/1,2, da cuik? = 0,5%-100/1,2 =
20, 83. Pertanto

P(| X100 — | <0,5) >1—(1/k)> =1~ (1/20,83) = 0, 952.
c) Si vuole trovare: tale per cui

P(IX, — 1l <0,2) >0,95.
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Dalla disuguaglianza di Tcebycheff si ha:
P(|X,, —ul < k- (o/vn)) > 1—(1/k)?,

da cui si ottiend — (1/k)% = 0, 95, e dunqué:? = 20. Pertanto, considerando che

= 600.

o . k0%  20-1,2
0,2=k——=, siottiene n = =
n

vn (0,2)2 0,04

Esercizio D.Indicando com la numerosita del campione da esaminare, ¥grila media campio-
naria delle durate e com la media effettiva del nuovo processo, si vuole determinatale per

Cul
P(IX. — ul < 50) > 0,99.

Applicando la disuguaglianza di Tchebycheff alla varialgileatoriaX ,,, si puo scrivere:

- — 1
P<|Xn CE(X,)| < k\/Var(Xn)> >1- 5 =0,99,

dove EX,) = p e VarX,) = 2502/n. Per cuik = 10 e

50 = ky/Var(X,) = k\/2502/n, dacui n = 2500.



