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Soluzioni 2. Calcolo combinatorio

Introduzione

INSIEME PRODOTTO
Problema: Quante sono le possibili chiamate in una partita a “batiatdvale” con uno schema a

10 righe e 12 colonne?

Definizione Dati due insiemid e B, I'insieme prodottali A e B, indicato conA x B, e l'insieme
delle coppie ordinatéu, b) dovea € Aeb € B:

Ax B={(a,b) :a€ Abe B}.

Se A e B sono due insiemi rispettivamentede ¢ elementi, allora il lordnsieme prodottd x B
ne avrap x q.

PERMUTAZIONI SEMPLICI
Problema: Tre studenti devono sostenere un esame orale e segnamondorn su un foglio per

stabilire I'ordine delle interrogazioni. In quanti modigpessere compilata una tale lista?

Definizione Dato un insiemeX di n elementi, diremo supermutazioneciascuno dei possibili
modi di ordinare tali elementi, ossia ogmupla (ordinata) ottenuta con essi in modo da usarli tutti.

Problema: In quanti modi si possono ordinare gli elementi di un insediindi » elementi? Ovvero,
quante sono le possibpiermutaziondi un insiemeF di n elementi?

Definizione Dato un numero naturale si chiaman-fattoriale, o fattoriale din, indicato conn!,
il prodotto:
nl=n-(n—-1)-(n—2)---2-1, (0 =1).

Le possibilipermutazioniP, di un insieme din elementi sona!, ovveroP, = 1, P, = 2 ed, in
generale,
P,=nl=nP,1=n-(n—-1)---2-1.

DISPOSIZIONI SEMPLICI
Problema: Cinque studenti devono sostenere un esame orale e devgmarse loro nomi su un

foglio. Si supponga che la commissione decida di interr@gaandidati in due giorni diversi, due
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il primo giorno e tre il secondo giorno. In quanti modi puge® compilata la lista (ordinata) degli
studenti da interrogare il primo giorno?

Definizione Dato un insiemé” di n elementi, i suoi sottoinsiemi ordinati @i elementi(0 < m <
n) prendono il nome dilisposizioni (semplicifli n oggetti am am.

Indicando conD,, ,,, il numero di tali disposizioni, si ha

Dn,1:n7 Dn’n:n' Dn7m:P :n~(n—1)~<n_2)...<n_m+1)’

dove, per convenziond), o = 1.

COMBINAZIONI SEMPLICI
Problema: Cinque studenti devono sostenere un esame scritto e deegmare i loro nomi su un

foglio. Si supponga che la commissione decida di utilizziare aule, una con due posti e I'altra con
tre posti. In quanti modi si possono scegliere due studengistemare nella prima aula?

Definizione Dato un insieme dir oggetti, si chiamanocombinazioni (semplicii n elementi, an
am, i sottoinsiemi dim elementi ) < m < n) che si possono ottenere con glelementi.

Problema: Quante sono leombinazioni (semplici), ,,, di n oggetti am am? 0 < m < n)

Il numeroC, ,,, di combinazioni (semplicili n oggetti am am é pari a

Cnm:D"’m:n(n_l)(n_Q)"'(”_m+1)): nl <n>’

’ P, m! (n —m)!m! -

dove( ) si chiamacoefficiente binomialee

n n n
C(n,O = <0> = 17 Cn,l = <1> =n, Cn,n = <7’L> = 1.

DISPOSIZIONI CON RIPETIZIONE
Problema: Si voglia colorare tre finestre allineate e si supponga drea disposizione solo due

colori, arancione e blu (ogni finestra si puo colorare cosalo colore). In quanti modi € possibile
colorare le tre finestre?

Definizione Si dicedisposizione con ripetiziondi classemn di n tipi di oggetti, una lista ordinata
di lunghezzam, in cui ogni singolo tipo di oggetto pud apparire piu di wdta (m pud essere
maggiore din).

Il numeroD("), di disposizioni con ripetizionei classen di n oggetti & pari a
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PERMUTAZIONI TRA ELEMENTI NON TUTTI DISTINTI
Problema: Siano date tre matite colorate: due arancioni e una blu. ubnty modi e possibile

allineare le tre matite?

Problema: Siano datin oggetti, di cuin; di tipo A;, n, di tipo A,, ..., n, ditipo A, conn; +
ny + - -+ + ni = n. In quanti modi & possibile allineare glioggetti, considerando che non sono
tutti distinguibili tra loro?

Il numero dipermutazionidi n oggettinon tutti distinguibilitra loro (cioe, considerando come
uguali due permutazioni se formano la stessa sequenza)di pari a

Pl ) — o
" nyl - mgl- - ny!
COMBINAZIONI CON RIPETIZIONE
Definizione Siano datin tipi A, As, ..., A, dioggetti. Si chiamanoombinazioni con ripetizione

di n oggettim adm (m pud essere maggiore d) gli insiemi dim elementi formati con oggetti di
questo tipo. Indicando coﬁf& il numero di tali combinazioni, si ha

m

-1
Cnfm = Cn-l—m—l,m = <n tm )
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Esercizio A. Le cifre dispari sond1,3,5,7,9}. La prima cifra del numero puo essere scelta in 5
modi, la seconda in 4 modi, la terza in 3 modi, la quarta in 2 inedtliltima & la cifra che ancora
non é stata scelta. | numeri formati da 5 cifre dispari distsono dunqug-4-3-2-1 = 5! = 120.

Le cifre pari sond{0, 2,4, 6,8}. Le cifre pari uguali che devono seguire le cinque cifre disp
possono essere scelte in 5 modi. | numeri formati da 5 cispati seguite da 2 cifre pari uguali
sono dunquéb!) - 5 = 120 - 5 = 600.

Esercizio B.Ci sono 2 modi per scegliere la squadra del vincitore; domhéj c’e solo da ordinare
i cavalieri delle due formazioni. Si ottierze (5!)2 = 28800.

Esercizio C. a)Le sette persone si possono disporre lungo una linga@ 5---2 -1 = 7! modi.

b) Una persona pu0 sedersi in un posto qualsiasi del tavatolaire. Le altre 6, allora, possono
sedersiiro-5---2-1 = 6! modi. (In generale si parla germutazioni circolari n oggetti possono
essere sistemati attorno ad un cerchi¢in- 1)! modi.)

Esercizio D. a)Ogni pallina del campione ordinato puo essere estrattanmo8i, quindi ci sono
8 -8 -8 = 8 = 512 campioni con reinserimento.

b) La prima pallina del campione ordinato puo essere esira8anodi, la successiva in 7 modi
e l'ultima in 6 modi. Ci sono quinds - 7 - 6 = 336 campioni senza reinserimento.

Esercizio E. Si supponga inizialmente che Bruno si sia piazzato al teagbop resta solo da sce-
gliere gli altri 4 vincitori dai 19 concorrenti rimasti;@puo essere fatto it0 - 18- 17 - 16 = 93024
modi.

Si consideri ora il caso che Bruno sia tra i vincitori: cigrafica che Bruno pud occupare uno
gualunque dei primi 5 posti, per cui restano poi da scegtéraltri 4 vincitori dai 19 concorrenti
rimasti. Ci sono dunqug- 93024 = 465120 possibili assegnazioni.

Esercizio F.La prima bottiglia puo essere scelta in 100 modi, la secon®® modi; i modi per
scegliere le due bottiglie sono, pertanto) - 99 = 9900.

Esercizio G. Essendo due numeri gia fissati, resta solo da sceglierne3attai rimanenti 88;
pertanto le possibili cinquine in cui compaiono due numegfipsati sono:

Ciss = < 838 ) — 109736.

Esercizio H. Ci sono 5 modi di scegliere il Paese con almeno 3 vincitoindichi con A il Paese
scelto. Se i vincitori di A sono esattamente 3, se ne devoaglisce 3 tra i 6 elementidi Ae 2 tra
i 24 componenti delle squadre degli altri Paesi. Se tra iitonicci sono 4 elementi di A bisogna
scegliere questi 4 tra i 6 elementi del Paese e 1 fra gli altcd@nponenti delle squadre degli altri
paesi. Nell'ultimo caso basta solo scegliere i 5 vincitorhdra i 6 elementi di A. Si ottiene cosi:

6 24 6 24 6 24
|(3)- (%) (5)-(3)+ (5)- ()] oo
Esercizio I. | possibili modi di suddividere le 20 cavie in 2 gruppi da 1680

20 20!
G010 = ( 10 ) ~ 100100
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Esercizio J. a)Le 8 domande possono essere scelt€,jx modi, dove

10
01078 = < 8 ) = 45.

b) Se lo studente deve rispondere alle prime 3 domande, palierece altre 5 tra le rimanenti 7;
ci0 puo essere fatto in
7
Crs = ( 5 ) =21
modi.

c) Se risponde alle prime 5 domande, allora puo sceglierdrie Zldomande tra le ultime 5 ifi; ;
modi. Se, invece, risponde solo a 4 delle prime 5 domande spegliere queste prime 4 @f; 4
modi e le altre 4 tra le ultime 5 @5 , modi. Lo studente ha allora un totale di

0573+C574-05,4:<g>+<i>-<i>=10+5-5:35

scelte.

Esercizio K. | tre uomini possono essere scelti tra i 7 uominCly; modi e le due donne possono
essere scelte tra le 5 donneih, modi. Pertanto le commissioni possono essere scelte in

7 5
C7,3~C5,2=<3>-<2>:350

modi.



