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Statistica Inferenziale
Soluzioni 1. Stima puntuale

Distribuzioni campionarie.

e Sia X una v.a. normale con valore attegce varianzas?, X ~ N(u,0?). Allora, Z =
(X — ) /o sidistribuisce come una normale standéfdy N (0, 1).

e SiaZ la v.a. normale standard. Allora la v.&a. = Z? segue una distribuzione chi-quadrato
con un g.d.l.,T ~ x%. Piu in generale, la somma div.a. normali standard al quadrato,
indipendenti tra loro, da luogo ad ung.

e SiaT' unv.a.x2. Allora E(T) =neVar(T) = 2n.

e SiaT; una v.a. distribuita come ug? e sia7; una v.a. distribuita come ug?,, indipendente
daT;. Allora, Ty + 1> ~ x2,,,. La proprieta si generalizza alla somma di pit v.a. coediv
g.d.l., purche valga l'ipotesi di indipendenza.

e SiaZ unav.a. normale standard e $iaina v.a. chi-quadrato cong.d.l. indipendente d&.
Allora, la v.a. \/57 si distribuisce come uniadi Student com g.d.l..
n
e Sia X una v.a. normale con medjae varianzas?. Sia dato un campione casuale di di-
mensioner di osservazioni d&. La variabile media campionarig,, e la variabile varianza
campionaria corrett&? hanno distribuzione, rispettivamente,

Inoltre,

sfruttando le distribuzioni dX,, e di S? sopra indicate e I'indipendenza tra le due v.a..

Teorema del limite centrale. SianoXy, ..., X,, variabili aleatorie indipendenti con valore atteso
comuneE(X;) = p e varianza comune finit&ar(X;) = ¢ < 00,7 = 1,...,n. SiaX, la
variabile media campionaria. Allora, asintoticamente (psufficientemente grande) la variabile
aleatoria o o

Y, = )
Var(X,) Vo?

si distribuisce come una normale standard.
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Stima puntuale. Sia G uno stimatoredi un parametro di interessg vale a dire una statistica,

funzione delle v.aXy, ..., X,,. Il valore assunto dallo stimatore in corrispondenza deigaare
campione osservato si definissttma

Esempio 1Sia X una v.a. N(u, o?) e sia dato un campione casuale di numerasitia X. Uno
stimatore pey: € rappresentato dalla v.a. media campionaXig, Tale stimatore ha distribuzione
N(u,0?/n). La stimaj di p sulla base del campione osservato € data dalla media dekbevazioni
del campione,,.

Esempio 2Sia dato un campione di numerositaa X, v.a. Bernoulliana di parametyo Allora
una stima dp & data dalla frequenza relativa dei successi,> " | z; /n. Inoltre, lo stimatore dato
daX> " , X;/nhamedig e varianza(1—p)/n. Pern sufficientemente grande, sfruttando il teorema
del limite centrale possiamo approssimare la distribuzidello stimatore con una distribuzione

N(p,p(1 —p)/n).
Sono di seguito elencate alcune proprieta desiderabilipe stimatore.

e Correttezzgnon distorsione). Uno stimatore e corretto (non disjostl (G) = +, cioe se
il suo valore atteso coincide con la quantita da stimareabo contrario, si dice distorto, con
distorsione pari & = E(G) — 7.

e Efficienza Indichiamo conV/ SE(G) (errore quadratico medio) la quanti#d(G — v)?|, che
risulta essere pari anchelZ + Var(G). Allora, dati due stimatori diy, G, e G5, diciamo
che@ e piu efficiente diG; sSe MSE(G1) < MSE(Gs).

e Consistenza Uno stimatoreG,, (si indican a pedice per evidenziare la dipendenza del
campione) si dice consistente (in senso debole)yEa, Ve > 0,

lim P(|G, —7v|<¢e)=1

n—oo

Si tratta di una proprieta asintotica, cioe per— oo, ovvero considerando una numerosita
campionaria che aumenta indefinitamente (a livello prapeon sufficientemente alto).

e Correttezza asintoticaJno stimatores,, € asintoticamente non corretto pese

lim E(G,) = 7.

n—oo

Anche in questo caso si tratta di una proprieta asintotica.
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Esercizio A.

a) SiaC' la variabile aleatoria che descrive il costo nel prossimio.vdllora P(C' > 576, 15) =
P(&Og_25 > 65%%1255) = P(x? > 3,841), dove cony? si & indicata una variabile aleatoria con
distribuzione chi-quadrato con un grado di liberta. Dadleole si ricava che?(y? > 3,841) =

0, 05.

b) SiaCr = 12, C; il costo aggiuntivo complessivo di 12 voli. Essendo il codtagni volo
indipendente da quello degli altri vo@% si distribuisce come una chi-quadrato con 12 g.d.l. Da

cui si ricava cheP(Crr < 3.500,55) = P55z < a2 ) = P(x3, < 23,337) = 10,025 =
0,975.

c) SiaG; il guadagno dell'i-esimo volo, allora(E;) = 1.500 e VarG;) = 502. SiaD = G; — G4

la differenza del guadagno in due voli successivi. Essatiloliita come una v. a. normale con
valore atteso pari a zero. Inoltre, essefifj@ GG, ., indipendenti, VafD) = Var(G;)+Var(G, 1) =
70,711%. Dalla simmetria della normale?(|D| > 120) = 2 - P(5527 > =2:) = 2- (1 —

$(1,697)) = 2- (1 —0,95513) = 0,08974. Il valore 0,95513 & stato ottenuto per interpolazione
lineare ponendo

®(1,697) — ®(1,690)  B(1,70) — B(1,69)

1,697 — 1,690 0,01
Sostituendo si ottiengP(1,697) — 0,9633)/0,007 = (0,9554 — 0,9545)/0,01. Da cui si ricava
®(1,697) = 0,9545 + 0,01 - 0,0009/0,007 = 0,95513.
d) Gr = 39 | G, & la somma dei guadagni di 6 voli(@&;) = 9.000 e VarGr) = 6 - Var(G;) =
122,474%. Da cui si ricava ché?(Gr > 9.500) = P(Z > 4,082) =1 — ®(4,082) =1—-1=0
(dove si & indicato co& una variabile aleatoria con distribuzione normale statidaata).
e) Ponendal/; = Y% , U; si ha cheUr & una v. a. normale con(Ey) = 720 e VanUy) =
216%. Inoltre, Cr/(6 - Var(T)) € una v. a. chi-quadrato con 6 g.d.l. Da cui si ricava ¢he
\/6 : 6-Var(T)/\/Var(UT) si distribuisce come una di Student con 6 g.d.l., per cuP(R >
13,99) = P(RV6-6-25/216 > 1,943). Dalle tavole si ricava che la probabilita richiesta éadat
daP(t > 1,943) = 0,05, dove cort si € indicata una v. a. con distribuziondi Student.
f) Il 90-esimo percentile di unadi Student con 6 g.d.l. & pari a 1,44. Ovvero possiamo s&ive

\/6-6-Var(T)
P|R- < 1,44 = 0,90,

Var( UT)

da cuir = 1,44,/Var(Ur)/,/6 - 6 - Var(T) = 10, 368.

Esercizio B.
a) Consideranda = 30, la probabilita richiesta & data da

_ X, —
P(|Xa—pal >0,5-\/0%) = P<M >0,5- \/ﬁ> =2 (1— ®(2,7386)) = 0, 0062.

o4 /n
b) Considerando che = 30, possiamo scrivere

_ | Xa—pal
X4 — Y
0,95:P<ng>zp I <yl =Pt <y V).

2 /52
SA ﬁ?
TA

Dalle tavole si trova chg - /n = 2,045 da cuiy = 2,045//30 = 0, 3734.
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c) Considerando che = 30, possiamo scrivere

% V| Xa—pal
| X4 MA\SZ>:P oa

o2
A

Dalle tavole siricava che - n = 2,042 da cuiz = 2,042/30 = 0, 0681.

d) Possiamo scrivere

0,95:P<

P((Xp—Xa) = (up —pa) <2]=P <XB_XA)_(“B_MA)S 2 |

2 2 2 2
0_A_|_0_B 0_A_|_0_B

da cui, indicando cor¥ una variabile aleatoria normale standardizzata, si ha ahgrdbabilita
richiesta & data d&(Z < 1,92154) = 0,97267.
€) Possiamo scrivere

d
0,05:P(S?42d):P<SA 29 > —2-29>:(X§ >—-29).
UA 0A

Dalle tavole si trova che9 - d/30 = 42, 557 da cuid = 14, 6748.

Esercizio C.
a) Sia X4 lav. a. che conta il numero di clienti attivi nel primo cammgodi numerosita, = 50 e
siaPy = XA . Per il teorema del limite central&, ha approssimativamente distribuzione normale

con medlepA e varlanza”fliA”A. Analogamente siX g lav. a. che conta il numero di clienti attivi
nel secondo campione di numerosita = 50 e siaPp = f—g Per il teorema del limite centrale;

ha approssimativamente distribuzione normale con m@ﬁiavarianza’%. QuindiPB — P,

ha approssimativamente distribuzione normale con megliap 4 e varianza pari alla somma delle
due varianze asintotiche. Si vuole la probabilita di osser uno scostamento fra le due frequenze
campionarie superiore a quello osservato, cioe si vuole

27 23)

P(Py—P
(B 4750 7 50)

nel caso in cuipy, = pp = p. In tale caso, approssimativamen B Pa N(0;1) dove il

2p(1 p)

valore dip non si conosce. Per un’estensione del teorema del IimiMenl approssimazione alla
distribuzione normale continua a valere anche sostituendaella espressione di sopra la stima
p. Avendo noip = (p450 + pp50)/100 = 50/100 = 0,5 si haP(Pz — Py > 0,54 — 0,46) =

P(PB‘pA > 2520, 46) ~ P(Z>0,8) =1-®(0,8) =0,2119, dove conZ si & indicata unav. a.

9.0.52 2.0.52
50 50

con distribuzione normale standardizzata.

Esercizio D.
Entrambi gli stimatori djx sono stimatori non distorti, essendo

E(X1+X2+3X3) _,u+,u+3,u_

E(Th) = : = =

E(2X1—|—X3) o 2M+M .
3 3

E(Ty) =
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Inoltre, T ha varianza

mentrel; ha varianza
Var(Ty) = — =5/9.

Essendo i due stimatori entrambi non distorti, risulta gniéfle quello con varianza minore, vale
a dire7}, essendd1/25 < 5/9. (Nel caso venisse meno la non distorsione degli stimailori,
confronto va fatto sulla base del MSE.)

Esercizio E.

a) Siapy il valore atteso diR;, alloraugr = 5 + 0,5ux. Ora, R & corretto se ER) = ug. Perle
proprieta di linearita del valore atteso, si h@® = E(5+0,5X) = 5+0,5-E(X) = 540, 5ux =
Lk, PEr cui possiamo affermare cle corretto pefx.

b) La varianza dello stimatorg & data da VAIR) = 0,52 - Var(X) = (0,5 - 0x)?/50 = 1.

c) Lo stimatoreRR e consistente per(R;) selim, .., P[|R — ur| < ¢ = 1, per ognie > 0,
doven & la numerosita campionaria. Dalla disuguaglianza debgheff si sa ché’[| R — juz| <
kog] > 1 —1/k* Ponenda = k-op = k- 0,5 0x/+/n, si ha chdim, .., P[|R — ugp| < € >

0 25ZX , ed essendo il limite a destra della disuguaglianza pari &d.Ia consistenza.

Si noti che la probabilita non puo mai superare 1, da cgjlaglianza.

d) Per determinare la numerosita campionaria richiestasideriamo cheP[| X — ux| < 10] =
P[\Z\ < %} = 0,95, doveZ = (X — ux)/\/o%/n. Per il teorema del limite centrale si puo
approssimare la distribuzione dicon unaN (0, 1). Quindi, considerando che il percentile (della
normale standardizzata) che lascia alla sua destra unalplitd di 0.975 € pari a 1,96, ponendo
1,96 = 10/\/0% /n, siricavay/n = 0,196 - 4/200, ovveron ~ 8. Si noti che la numerosita
campionaria richiesta € direttamente proporzionale alla varianZae inversamente proporzionale
all'errore di stima (che e stato posto pari a 10).

lim, oo [1—

Esercizio F.

a) Si indichi conA I'affluenza alle urne, cioe il numero di elettori che andrara votare. Allora,
A = Np e sivuole verificare s&/p e uno stimatore corretto di. Ora, ENp) = N -E(p) = Np =
A, per cuiNp e uno stimatore corretto pet.

b) Si vuole trovare la numerosita campionasitale che

p— Pl 0,05

Essendo la varianzg1 — p)/n incognita, questa si puo’ porre pari al suo valore massiné /.
Quindi, considerando chB[‘p v < °°5f} = 0,95, usando I'approssimazione alla normale, si

trova che I'eventd® 2" < 005f si verifica con probabilita pari a 0,95 8e05,/7/0,5 = 1, 96.
Da questo si ricava ‘Che Ia numerosita campionagarcata & approssimativamente pari a 384.

Pll5— p| < 0,05 = 0,95 = P [

Esercizio G.

a) Il valore atteso dello stimator€ & dato daF(T) = (3E(X;) + 4E(X,) + 2E(X3))/7 + a.
Essendo EX;) = E(X,) = E(X3) = p, sihache EI") = (9/7)u + a. Imponendo la condizione di
correttezza EI') = p, Si ricava che questa € verificata solaise —(2/7)u.

b) La distorsione di" pera = 10 & paria ET") — ;o = (2/7) .+ 10. Si noti che tale distorsione vale
zero seu = —35.



