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Calcolo delle Probabilita
Soluzioni 12. Variabili aleatorie doppie discrete: covaranza, cor-
relazione e valore atteso condizionato

Sia(X,Y') unav.a. doppia discreta con distribuzione di probabjlitassociata alla coppia:;, y;),
Vi, Vj. Siano inoltref; e f; le distribuzioni di probabilita marginali pex e Y, rispettivamente.
Allora, i valori attesi marginali di X eY sono dati da

E(X) = szfz , BE(Y) = Zyjfj-

La covarianzatra X eY e data da
Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y),
dove
E(XY) = Z inyjfij.
(A
Note le varianze dX eY, lacorrelazionetra X eY e data da

Cov(X,Y)

ALY = \/VaT(X)Vm’(Y) '

Inoltre, € possibile determinarevidl ore atteso di Y condizionato al valorex; assuntaX (e vicever-
sa) come
j

Analogamente, per la varianza si ha che

Var(Y|X = ;) =) (y; — EY|X = x;))*f;;, Vi.

J
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Esercizio A. a)Per la covarianza ed il coefficiente di correlazioneXra Y, rispetto alla distribu-
zione congiunta A, si ottiene:

E(X-Y) = X_:Zx y- flz,y
1-1-(1/6)+0+0+0+2-2-(2/6)+0+04+0+3-3-(3/6)
(1/6) + (8/6) + (27/6) = 36/6 = 6,

E(Y) = E(X)=(1/6)+ (4/6) + (9/6) = 14/6 = 7/3,
E(Y?) = E(X?)=(1/6)+(8/6) + (27/6) = 6,
var(y) = Var(X) =E(X?) — [E(X)]* = 6 — (49/9) = 5/9,

e quindi
Cov(X,Y) = E(X-Y)—-EWX)EY)=6-(49/9) =5/9,
AXY) = Cov(X,Y) 1
\/Var -Var(Y

b) Per la covarianza ed il coefficiente di correlazioneXra Y, rispetto alla distribuzione congiunta
B, essendo le due variabili aleatorie indipendenti, seati

Cov(X,Y)=0 e p(X,Y)=0.

Esercizio B. a)La distribuzione di probabilita della variabile aleatoyi e data da:

Y ‘ 1 4
P(Y =y) ‘ 1/2 1/2

b) La distribuzione di probabilita congiunta & data da:

Yy
T 1 4
21 0 1/4
1114 0
114 O
2|1 0 1/4
c) Per la covarianza e il coefficiente di correlazioneXra Y si ottiene:
E(X-Y) = —8-(1/4)—1-(1/4)+1-(1/4)+8-(1/4) =0,
E(X) = —2-(1/4)—-1-(1/4)+1-(1/4)+2-(1/4) =0,
e dunque
Cov(X,Y)=E(X -Y)-EX)-EY)=0-0-EY)=0,
HX.Y) = Cov(X,Y) _ 0 _o
Var(X)Var(Y) Var(X)Var(Y)
Esercizio C. Cov(X.Y) Cov(Y, X)
ov( X, ov(Y,
a) p(X,Y) = = = p(Y, X)

Var(X )Var(Y) B Var(Y)Var(X) B



M. Minozzo e A. Guolo — Calcolo delle Probabilita: Soluzid2 3

CoV(X, X)  E[(X — pux)(X — pux)] _ Var(X) _
b) o(%, X) = \/Var(X)Var(X /[ Var(X)]? - Var(X) -
95X, —X) = Cov<X X> _EI(X =) (=X — (—px))) _ —Cou(X, X) _
’ \/Var(X )Var(—X ) \/Var(X Var(X) \/Var )Var(X
d1) Nel casoY = a + bX, conb > 0, si ottiene:
(X, a+ bX) Cov(X,a+0X) E(X (a+bX)) — E(X)E(a+ bX)
e \/Var(X)Var(a + bX) y/Var(X) - p2Var(X)
E(aX +bX?) — E(X)(a+E(X)) aE( ) + bE(X?) — aE(X) — b[E(X)]?
B bvar(X) B bVar(X)
b(E(X?) — [E(X)]?) _ bvVar(X)
bVar(X) ©bvar(X)
d2) Procedendo analogamente al punto d1), e ricordando dhe $eallorab/|b| = —1, si ottiene:
p(X.a+bX) = Cov(X,a+0X) bVar(X) _ bVar(X) N

\/Var(X)Var(a + bX) \/Var p?Var(X)  |bVar(X)

e) Per il coefficiente di correlazione treX + b e cY + d si ottiene:
Cov(aX +b,cY +d)  E[(aX +b)(cY +d)] — E(aX + b)E(cY + d)
\/Var(aX + b)Var(cY +d) \/ a*Var(X) - c2Var(Y)
acE(XY) 4+ adE(X) + bcE(Y') + bd — acE(X)E(Y) — adE(X) — beE(Y) — bd
lac|\/Var(X )Var(Y)

ac(E(XY) —E(X)E(Y)) _ ac p(X,Y)

acl Nar(X \Var(y)  lac|

plaX +b,cY +d) =

e dunque
p(X,Y), seaechanno lo stesso segno,

p(aX +0b,cY +d) = { —p(X,Y), sea echanno segno opposto.

Esercizio D. b)La distribuzione di probabilita condizionatadidatoX = 1 e data da:

Yy ‘ 1/2 2
PY=ylX=1)|13 2/3

e dunque si ottiene:

EVIX =1) = (1/2)-(1/3)+2-(2/3) = 1/6 +4/3 = 3/2,
Var(Y|X =1) = (1/4)-(1/3) +4-(2/3) — 9/4 = 6/12 = 1/2.

La distribuzione di probabilita condizionatadidato X = 0 e data da:

y |12 2
P(Y =y[X =0)|1/6 5/6
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e dunque si ottiene:

EYIX=0) = (1/2)-(1/6)+2-(5/6) =1/12 4 10/6 = 7/4,
Var(Y|X =0) = (1/4)-(1/6)+4-(5/6) —49/16 = 5/16.
c) La distribuzione di probabilita marginale Hi e data da:

y |2 2
PY =y) | U4 34

e dunque si ottiene:
EY)=(1/2)-(1/4)+2-(3/4)=1/8+6/4 =13/8,
e si puo quindi verificare che

E(Y]X = 0)-P(X = 0)+E(Y]|X = 1)-P(X = 1) = (7/4)-(1/2) +(3/2)-(1/2) = 13/8 = E(Y).

Esercizio E. a)La distribuzione di probabilita condizionatadidato X = 0 & data da:

y 0 1 2 3
PY =y[X=0)|0 14 12 1/4

e dunque si ottiene:

EY|X=0) = 1-(1/4)+2-(1/2) +3-(1/4) =2,
Var(Y|X =0) = 1-(1/4)+4-(1/2)+9-(1/4) —4=1/2.
La distribuzione di probabilita condizionatadidato X = 1 e data da:

y 0o 1 2 3
PY =y[X=1)| U4 12 14 O

e dunque si ottiene:

EY|IX=1) = 0-(1/4)+1-(1/2)+2-(1/4) =1,
Var(Y|X =1) = 0-(1/4)+1-(1/2)+4-(1/4)—-1=1/2.
b) La distribuzione di probabilita marginale ®i e data da:

y o 1 2 3
P(Y =y) | 1/8 3/8 3/8 1/8

e dunque si ottiene:

E(Y) =
Var(Y) =

-(3/8)+2-(3/8)+3-(1/8) =3/2,

1
1-(3/8)4+4-(3/8)+9-(1/8) —9/4 =21/4.
c) Si puo verificare che:

Ex[E(Y|X) = E(Y|X=0)-P(X=0)+E(Y|X=1)-P(X =1)
= 2.(1/2)+1-(1/2) =1+1/2=3/2=E(Y).



