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Calcolo delle Probabilita
Soluzioni 1. Spazio campionario ed eventi

Introduzione

SPAZIO CAMPIONARIO

Esperimento aleatorio. Un esperimento si dicaleatorio (o casuale) se il suo risultato non e de-
terministicamente prevedibile, cioe se singoteve(esecuzioni) dello stesso esperimento possono
dar luogo a risultati diversi.

Esempi di esperimenti aleatori sono dati da molti giochiatescome il lancio di una moneta,
il lancio di due dadi, ecc. | possibili esiti di un esperimzateatorio devono essere conosciuti in
anticipo e catalogabili in modo preciso.

Evento elementare. |l singolo risultato di un esperimento casuale si chisawanto elementare
viene indicato com.

Spazio campionario. L'insieme di tutti gli eventi elementari viene chiamato sjpedei risultati o
spazio campionarie viene indicato cof.

Nel caso in cui un esperimento casuale sia composto di unmuiméo o infinitamente nume-
rabile di eventi elementark) si dice discreto. Nel caso in cui invece il numero di everghadntari
non sia infinitamente numerabil@,si dice continuo.

Evento aleatorio. Si chiamaeventoun insieme di eventi elementari, ossia un sottoinsiemedell
spazio campionaric.
EVENTI

Della teoria degli insiemi sono utili le seguenti definizion

Insieme complementare.Dato un insieme4, si chiama insiemeomplementarei A I'insieme A
dei punti di€2 che non appartengono ad

Insieme unione.Si chiama insiemé&nionedi A e B, e si indica cod U B l'insieme costituito da
tutti i punti che appartengono atlo a B, oppure ad entrambi:

AUB={w:w € A oppurew € B}.

Insieme intersezione.Si chiama insieméntersezionali A e B, e si indica cond N B l'insieme
costituito da tutti i punti di2 che appartengono sia afdche aB:

ANB={w:we A ewe B}.

Insiemi disgiunti. Gli insiemi A e B si diconodisgiuntise non hanno punti in comune; in tal caso
AN B = (), dovel indica I'insieme vuoto.
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Insieme differenza. Si chiama insiemdifferenzara A e B (o complementare relativo di rispetto
a A), indicato conA — B, 0 A\ B, I'insieme dei punti diA che non appartengono dl

A-B={w:we A ewé¢B}.
Sottoinsieme.Dati due insiemid e B, B si dicesottoinsiemeli A, e siindica conB C A, se ogni
elemento diB € anche un elemento di.
Si richiamano inoltre le seguenti proprieta insiemistich

Proprieta di idempotenza.

AUA=A, ANA=A.
Proprieta commutativa.
AUB = BUA, ANB=BnNA.
Proprieta associativa.
AU(BUC)=(AUuB)UC, AN(BNC)=(AnB)nC.
Proprieta distributiva.
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(AnB)U(ANC(C).
Leggi di identita.
AU = A, AND =0,
AUQ =9, AN =A.
Leggi di complementariet.
AUA=Q, ANA=0,
Leggi di De Morgan.
(AUB)=AnNB, (ANB)=AUB.

Piu sottoinsiemi di uno steso insierfgpossono formare particolari famiglie di insiemi. Sono
importanti le seguenti due famiglie.

Algebra di insiemi. Dato un insiemé), si chiamaalgebra.4, un insieme di sottoinsiemi di tale
che:

) 2 e A,

ii)se A € A, alloraA € A;

iii) se Ay, A; € A, alloraA; U A, € A.
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c-algebra di insiemi. Si chiamacs-algebra.4, un’algebra di insiemi per cui vale I'ulteriore pro-
prieta:

iii bis) se Ay, Ay,... € A, allorad; U A, U... € A

La teoria della probabilita, ed in particolare le nozionsgdazio campionario e di evento alea-

torio, hanno le loro fondamenta nella teoria degli insierpee ogni concetto presente nella teoria
degli insiemi esiste un corrispondente concetto nelladatella probabilita.

Notazione Teoria degli insiemi Teoria della probabilita

w elemento, punto risultato, evento elementare

Q insieme di punti spazio campionario, evento certo

A algebra ¢-algebra) di insiemi algebrar{algebra) di eventi

Aec A insieme di punti evento (se € A, alloraA si verifica)

A=0\4 complemento di4 evento ched non si verifica

AUB unionediAeB evento ched oppureB si verificano

ANB intersezione did e B evento ched e B si verificano entrambi

0 insieme vuoto evento impossibile

ANB =10 A e B disgiunti gli eventiA e B sono mutuamente esclusivi,
non possono verificarsi simultaneamente

AUB,conAN B =1 unione diinsiemi disgiunti evento che sofooppure solaB si verifica

A\B differenza trad e B evento ched si verifica ma nomB

AAB differenza simmetrica di insiemi evento cHeo B si verificano,

(A\B)U (B\A) ma non entrambi
LA, unione diA;, A, ... evento che almeno un evemto, A,, ...
si verifichi
1A, intersezione di,, A,, ... evento che tutti gli eventd, A,, ...
si verificano
PROBABILITA

Funzione di probabilita. Si dice funzione di probabilita una funzione d’insieme doviareali
definita su unar-algebra di eventd, che soddisfa alle seguenti proprieta:

) P(Q) =1,

i) P(A) > 0, per ogniA € A,

i) P(A; U Ay U...) = P(A4;) + P(Ay) + - - -, per ogni successione di eventiiha due a due
incompatibili.

Spazio di probabilita. La terna(€2, A, P(-)) si chiama spazio di probabilita.
La funzione di probabilita gode delle seguenti proprieta
Proprieta 1. Per ogni sottoinsiemd contenuto ir2 ed appartenente ad, P(4) =1 — P(A).

DimostrazioneFacilmente, si ha:
1=P(Q)=P(AUA) =P(A) + P(A),

da cui segue la tesi. Q.E.D.

Proprieta 2. P() = 0.
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DimostrazioneBasta considerare:
1=P(Q)=P(QUD) =P(Q)+P(0)=1+P(0).
Q.E.D.

Proprieta 3. Per ogni sottoinsiemd di €2 appartenente ad, 0 < P(A) < 1.

DimostrazioneChiaramentd(A) > 0. Inoltre, siccomeA U A = Qe AN A = () sihache

P(A) +P(A) = 1.

Quindi, per assurdo, se fosBéA) > 1, seguirebbe chB(A) < 0 il che sarebbe in contraddizione
con ii), per cui deve essere cRéA) < 1. Q.E.D.

Proprieta 4. (Legge della sommdati due insiemid; e A, contenuti in(2 ed appartenenti ad,

P(A; U As) =P(A)) +P(As) —P(A; N Ay).

DimostrazioneVedasi riferimenti bibliografici.
Proprieta 5. Per ogni sottoinsiemd C B, sihaP(A) < P(B).
DimostrazioneEssenddB = AU (B — A)eAN (B — A) =0, siha

P(B)=P(A)+P(B—-A),

da cui, essendB(B — A) > 0, segue la tesi. Q.E.D.
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Esercizio A. a)Lo spazio campionario € dato dall'insieme

= {1, (1,2), (L3), (1,4), (1,5),
(2,1, (2,2), (2,3), (2,4), (25),
(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,9),
(4,1), (4,2), (4,3), (44), (4,9),
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,9)}.

L'evento B; e formato dagli eventi elementari disposti nelle primerighe, mentre I'eventd,
e formato dagli eventi elementari disposti nelle primednéonne. L'eventaB; N B, pud essere
descritto esplicitamente come:

BiNB; = {(1 1) ( 2) (1 3) (2 1)7(272)7(273>7(371)7(372>7(373>}'

b) Nel caso in cui le palline vengano estratte senza reinsatore spazio campionario puo essere
cosi descritto:

Q= { (172)7 (173)7 (174)7 (175)7
(2,1), (2,3), (2,4), (2,5),
(3,1), (3,2), (3,4), (3,5),
(4,1), (4,2), (4,3), (4,5),
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4) }.

Anche in questo caso I'event®, e formato dagli eventi elementari disposti nelle primerigbe,
mentre I'eventoB, e formato dagli eventi elementari disposti nelle primedoéonne. Levento
intersezione dB, e B, € dato daB; N By, = {(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2)}.

Esercizio B. a)Lo spazio campionario & dato da= {(C,C),(C,T),(T,C),(T,T)} il quale ha
cardinalita Car¢2) = 4.

b) Lo spazio campionario e dato da = {(C;,C}) : i,h = 1,...,52,7 # h} con cardinalita
Card ) =52 - 51 = 2652.

Esercizio C. a)Lo spazio campionario € dato da = {(rq,...,7r10) : r; € {“si","n0”" },i =
., 10} con cardinalita Card2) = 2'.

b) Il sottospazio richiesto & dato da = {(r4,...,710) : nella 10-pla compaiono 5 “si” e 5 “ng”

con cardinalita Card) = 10!/(5! - 5!) = 252.

c) Lo spazio campionario e dato o= {(r1,...,710) : 7 € {"si”, “n0”, “non so”},i =1,...,10}

con cardinalita Card2) = 3'°. Il sottospazio richiesto & invece dato da= {(r,...,7r10) :
nella 10-pla compaiono 4 “si”, 4 “no” e 2 “non sp’ton cardinalita Cardd) = 10!/(4! - 4! - 2!) =
3150.

Esercizio D. a)Lo spazio campionario € dato da

Q= {(T> 1)7 (T> 2)7 (T> 3)7 (T> 4)7 (T> 5)7 (T> 6)7
(C,1),(C,2),(C,3),(C,4),(C,5),(C,6)},

con cardinalita Card?) = 12.
b) Gli eventi richiesti sono dati da

A = {(T,2),(T,4),(T,6)},
B = {(1,1),(T,2),(T,3),(T,5),(C,1),(C,2),(C,3), (C,5)},
¢ = {(C.1),(¢,2),(C;3),(C,5)}.
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c) Gli eventi richiesti sono dati da

(1)  AuB  ={(T.1),(T,2),(T.3),(T,4),(T.,5),(T,6),(C,1),(C,2),(C,3),(C,5)},
@)  BNC  ={(C,1),(C2),(C,3),(C,5)}
(iii) B —(AUC) ={(T,1),(T.3),(T,5)}.

d) Gli eventi A e C' sono incompatibili, infattid N C' = (.



