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Statistica Inferenziale
Soluzioni 2. Intervalli di confidenza

Introduzione.

Siano Xy, ..., X, v.a. indipendenti e con identica distribuzione. $ia;,...,z,;0) la densita o
la distribuzione di probabilita dk, . . ., X,,, con parametro incognitéh Siano date due statistiche
Ly =06(Xy,...,X,)ely =10(Xq,...,X,)talichel; < Ly e

P(L1<9<L2):1—Oé,

dovel — a e noto come ilcoefficiente di confidenz@on dipendente d&). Allora, l'intervallo
aleatoriol, L, & detto intervallo di confidenza pedi livello (1 — «)%, il quale conterra il valore
vero (ignoto) di# con probabilita pari 41 — «)%. Una volta ottenuto un campione di osservazioni
da Xi,...,X,, lintervallo calcolatonon sara piu aleatorio, ma sara un intervallo numerico che
conterra o meno il valore vero (ignoto) @i

Esemplificazioni
Sia X una v.a. normale con mediae varianzar?. Sia dato un campione casuale di dimensione
di osservazioni d&. | seguenti casi sono di particolare interesse.

e Intervallo di confidenza per cono? noto. Si fa riferimento alla statistica

g ViE—w

N (0,1).
Considerando che L
X, —
P —zy < % <za/2> =1—«

dovez,, € il quantile di ordinex/2 di Z, si ha che l'intervallo di confidenza pgral livello

(1 —a)% e dato da
(Yn — ZQ/Q\/O'Q/TL,YN + ZQ/Q\/O'Q/H> )

e Intervallo di confidenza per cono? incognito. Si fa riferimento alla statistica

Considerando che
X, — 1

Pl—typ< Lt n]=1-0,
\/S?%/n

dovet, , & il quantile di ordinev/2 di T', si ha che l'intervallo di confidenza pgral livello

(1 — )% e dato da
<Yn — ta/m/S?/n,Yn + ta/Q\/SZ/n) .
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e Intervallo di confidenza per? cony incognito. Si fa riferimento alla statistica

_ S?%(n —1) )

T ~ Xp-1-

0-2
Considerando che

S%(n—1)
P <X$L—1,1—a/2 < T2 < X%—1,a/2 =1-a,

dovex: ,, ., il quantile di unay;_, che lascia alla propria sinistra una probabilita pari
aa/2e Xi/Q e il quantile che lascia alla propria destra una probabgari a«/2, si ha che
I'intervallo di confidenza pes? al livello (1 — o)% & dato da

(52(n —1) S%(n-— 1))

2 12
Xn-1,0/2 Xn—1,1-a/2

Inoltre consideriamo i seguenti risultati.

¢ Intervallo di confidenza per la probabiitdi successo in una popolazione dicotomica (grandi
campioni) SianoXy, ..., X, v.a. indipendenti ed identicamente distribuite di tipo ridmrl-
liano con probabilita di succesgo Consideriamo lo stimatore gdifornito da}"" ; X;/n e la
sua distribuzione pet grande ottenuta sulla base del teorema del limite centrale

A~

p—p
p(L—p)/n

Un’estensione del teorema del limite centrale ci porta a

~ N(0,1).

A~

p—p
p(1—p)/n

Allora, un intervallo di confidenza peral livello (1 — «)% & dato da

(P = 202/ = B)/m. 5+ 22 /B(1 = /)

dovez,, € il quantile di ordinex/2 di unaN (0, 1).

~ N(0,1).

¢ Intervallo di confidenza per la media di una popolazione gizi (grandi campioni)Siano

Xi,..., X, v.a. indipendenti ed identicamente distribuite con vakttesoF (X;) = u e
varianzaVar(X;) = o%,i = 1,...,n. Pern sufficientemente grande, dall'applicazione del
teorema del limite centrale si ha che
X, —
E o~ N(0,1)

e, per un’estensione del teorema del limite centrale,
X, —p
\/S2%/n
Allora un intervallo di confidenza approssimato al livello— )% per i &€ dato da

X — Zajo\/S%/0; X + 220/ S?/n,

dovez,, & il quantile di ordinex/2 di unaN (0, 1).

~ N(0,1).
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Esercizio A.

a) Il carattere in considerazione nella popolazione di nifemto non e distribuito normalmente,
per cui l'intervallo di confidenza richiesto non si costugsusando i quantili della distribuzione
t di Student. Si pu0 invece, sfruttando I'estensione detet@@ del limite centrale, ricorrere al
fatto che per grandi campioni la grandeZ2a — ;.,.)/,/S2/n si distribuisce approssimativamente
come una normale standardizzata. Di conseguenza, se iliaaen@ grande, si puo determinare
I'intervallo di confidenza utilizzando i quantili di una noale standardizzata. Essendoe= 0,01,

si cerca il quantilex o035, Ovvero quel valore tale chB(Z > z,005) = 0,005; esso & pari a 1,96.
Quindi, I'intervallo cercato & dato da3, 00 — 1,96 - 20/+/50; 53,00 + 1,96 - 20/+/50], ovvero da
[47,46; 58, 54].

b) L'ampiezza dell'intervallo precedentemente calcolapmé a 11,08. Lintervallo di livello 99%,
per una generica numerosita campionatifa ampiezza paria- 2,576 - 20/1/n. Da qui, ponendo
2-2,576-20//n = 11,08, si ottienen = 87 (arrotondando il risultato al fine di garantirevalore
intero).

Esercizio B.

a) SiaR la v. a. che esprime la media del campione. Essendo l'attean&l, : ur < 0,5
composta da valori della media piu piccoli che saifg si rifiutera I'ipotesi nullaf, per piccoli
valori di R. Essendax = 0,05, si rifiutera H, per valori di R inferiori a R,, dove R, & tale
che P(R < R,;H,) = 0,05. Per trovare il valoreR, si consideri che leR; sono distribuite
normalmente e che se & velly queste hanno media parba5. Quindi, potendo scriver®(R <
Ry Hy) = 0,05 = P(R‘i‘)v5 < o035, HO), ed essend6R — 0,5)/,/S2/n distribuita come una

ND ND
t di Student con g.d.l. pari a 29, il valo(&, — 0,5)/1/52/n deve essere parial, 699, ovvero

R, = -1, 699% +0,5 = —1,113. La zona di rifiuto dif{, & pertanto costituita dai valori osservati

di R inferiori a —1,113, ed essendo il valore osservaio= 0,3 superiore a—1, 113 si accetta
H,. Un procedimento alternativo consiste nel confront@xe — 0,5)/n/(5,2) con —1,699 e
rifiutare H, se tale valore e inferiore a1,699, dal momento che se la disuguaglianza di sopra
risulta verificata anche questa disuguaglianza risultdicata, e viceversa.

b) Per trovare l'intervallo di confidenza richiesto si com;i«tdae(”‘0712)52 ~ X34, per cui l'intervallo

di confidenza al 95% & dato c@égg(?fz)Q; 2912(3427)2} = [17,150; 48, 866].

c) Il “Value at Risk” T' soddisfa alla relazion’ (R, < T) = 0,01 = P(Z < T52), doveZ
e una v. a. con distribuzione normale standardizzata. ngssehe il percentile della normale
standardizzata che lascia alla sua sinistra un’area pafilaéOpari a—2, 326, si ricava chel’ =
—2,326 - 6,99 + 0,5 = 15,759, ovvero che la riserva patrimoniale a fronte di tale invastto
deve essere pari a circa 15 milioni e 760 mila euro. Questavasfronteggia perdite che sono

estremamente rare.
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Esercizio C. )
a) Per I'estensione del teorema del limite centrale, abbialmn% ~ N(0,1), pern grande.

Quindi, l'intervallo di confidenza ha estremi— 1,96,/222 e j 4-1,96,/222) doven = 351,
ovvero, l'intervallo & dato dé, 598; 0, 698].
b) L'errore di stima & pari & — p|. Si richiede di calcolare tale per cui

P(|p— p| < 0.02) = 0.90.

Considerando la distribuzione eh% ottenuta tramite il teorema del limite centrate,deve

p{1—Pp

n

(p( OJOQA ) _ L9
p(1—p) 2

n

essere tale per cui

Da qui si ricava che, = 1534.



