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Calcolo delle Probabilita
Soluzioni 8. Valore atteso, varianza e disuguaglianza di Treby-
cheff

Disuguaglianza di Markov. Sia X una v.a. con valore atted6(X) = u e siag(-) una funzione
non negativa. Allora, per > 0, si ha che

Disuguaglianza di Tchebycheff.SiaX unav.a. con valore attedt( X ) = p e varianzd/ar(X) =
0% < +oo. Allora, pere > 0, si ha che

1
P(|X—,u|<50)21—€—2.
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Esercizio A. a)Lo spazio campionario e dato da:
Q={T),C,1),CCcT),cc.ocT,(c.oc.oc.oT),(C.cc.o oo}

b) La distribuzione di probabilita della variabile aleatoWN che conta il numero di lanci effettuati
e data da:

P(IN=1)=P(T)=1/2;

P(N =2)=P(C,T)=1/4

P(N =3)=P(C,C,T)=1/8

P(N=4)=P(C,C,C,T)=1/16;

P(N =5)=P(C,C,C,C,T)+P(C,C,C,C,C)=(1/32) + (1/32) = 1/16.
c) Il numero atteso di lanci della moneta e dato da:

E(N)=1-(1/2)+2-(1/4)+3-(1/8)+4-(1/16)+5- (1/16) = 1,94.

Esercizio B. b)Indicando conl/ I'evento che il giocatore vince una data partita e ¢olievento
che il giocatore non vince la partita, Io spazio campionaritato da:

Q= {(), (V.V.V), V.V, V),
V.V, V. V,v), (VV,V,V.V), (V,V,V,V.V), (V\V.V,V.,V),
(V. V,V,V.V), (V,V,V.V,V), (V,V,V,V,V), (V,V,V,V,V)}.

Agli eventi elementari sono associate le probabilita:

P(V) = 3/4, P(V,V,V)=1/64, P(V,V,V)=9/64,
P(V,V,V,V,V)=3/1024, P(V,V,V,V,V)=9/1024, P(V,V,V,V,V)=9/1024
P(V,V,V,V,V)=27/1024, P(V,V,V,V,V)=3/1024, P(V,V,V,V,V)=9/1024,
P(V,V,V,V,V)=19/1024, P(V,V,V,V,V)=27/1024.

c) La probabilita che il giocatore smetta di giocare primdalglinta partita € data da
PWV)+P(V,V,V)+P(V,V,V) = (3/4) + (1/64) + (9/64) = 58/64.
d)La probabilita richiesta e data da:

P(non perderfb partite = 1 — P(perderés partite
PVVV.V.V)+P(V,V.V,V.,V)
P(5 partite

- 1-

~52/1024
6,/64

—1—(9/16) = 7/16

e) La variabile aleatorid” ha distribuzione di probabilita:

Y ‘ 1 3 5
P(Y =y) | 48/64 10/64 6/64

Il valore atteso e la varianza #i sono quindi dati da:

E(Y) = 1-(3/4)+3-(10/64) +5-(6/64) = 1,69,
Var(Y) = 1%-(3/4) +3%-(10/64) + 5% - (6/64) — (1,69)* = 1, 64.

f) La variabile aleatoridX ha distribuzione di probabilita:



M. Minozzo e A. Guolo — Calcolo delle Probabilita: Soluzi@n 3

« | o 2 4
P(X = z) | 966/1024 36/1024 22/1024

Pertanto valore atteso e varianzaXdisono dati da:

E(X) = 0-(966/1024) +2-(36/1024) + 4 - (22/1024) = 0, 16,
Var(X) = 0%-(966/1024) + 2% - (36/1024) + 4* - (22/1024) — (0, 16)* = 0, 46.

g) Indicando conZ 'ammontare in yen in possesso del giocatore alla fine dellata, si ha&Z =
99 - X e quindi

E(Z) = E(99-X) =99 -E(X)=99-0,16 = 15,84,
Var(Z) = Var(99- X) = 99%-Var(X) = 99?- 0,46 = 4508, 46.

Esercizio C.SeX ~ Bin(n, p), allora VaX) = np(1 — p). Pern fissato, basta trovare il valore di
p che rende nulla la derivata prima rispettp di Var(X):

dEVar(X):0<:>n—2np:0<:>p:1/2,
P

percio la varianza & massima pe¢ 1/2.

Esercizio D.ll valore atteso della variabile aleatorkasi ricava mediante integrazione per parti
o = [Tatstnde= [Traan= e - [T e
0 0 0

0
1 > 1/2
= l—xe_%— 56_29”] = lim (:c—l— / )—l—

1
T—00 _p2x
0 (&

1
2 2
mentre per la varianza si ricava
E(X?) = / 22 fx(z) dox = / - 2e7 % do
—00 0

2 —2x\]° o —2x o —op1® 1
= {x(—e )} —/0 2x(—e )dx:[—xe }04_5

e quindi ,
Var(X) = E(X2) — (E(X))? = % - (§> -3

Esercizio E.Per la variabile aleatoriX si ha:

E(X):/_o:ofo(x)dx:/olexdx:/012x2dx:l%ﬁr .

Var(X) = E(X*) -~ €)= [ a2fx() dx—@) . /01x2-2xdx—<§>

1 2\ 1 ,1" /2\° 1 [2\* 1
= 3 — | = :—4 — | = = — — | = = —
= e (3) =13 () <2 (6) =%



M. Minozzo e A. Guolo — Calcolo delle Probabilita: Soluzi@n 4

Mentre, per la variabile aleatorta, integrando per parti, si ricava:

EY) = /_ _yfr(y) dy = lim /O ye ¥ dy

= lim [y : (—e_y)}z ~lim [1- (—e™) dy = lim {— ye ¥ — e_yr

a—00 a—oo [y 0

a 1
= lim {—e_y~(y+1)]0 = lim <1—OhL )zl,

a—00 a—00 ex

E(Y?) = /_O:O v fy(y) dy = /OOO yle ¥ dy

La varianza sara quindi data da:

Var(Y) = E(Y?) — (E(Y))? =2 — (1)? = 1.

Esercizio F. a)Essendo le entrate complessive giornaliere in lire daté' da 1500 - X, il valore
atteso e la varianza sono dati da:

E(G) = 1500 - E(X) = 60000, Var(G) = 15002 - Var(X) = 225000000, /Var(G) = 15000.
Mentre in euro si h& = (1500/1936, 27) - X, pertanto

2
1500 1500
E(G) = -E(X) =30,99, Var(G) = -Var(X) = 60,01 Var(G) = 7,75.
b) Applicando la disuguaglianza di Markov cgfz) = = e conr = 51, si ottiene:
E 4
P(X > 50) = P(X > 51) < % - 5—(1] — 0,7843.

c) Applicando la disuguaglianza di Tchebycheff (dos- 2) si ottiene:

P21 < X <59) = P(20 < X <60) =P(|X — 40| < 20) = 1 — P(|X — 40| > 20)
1 1

Esercizio G.Essendo EX) = 3 e B X?) = 13, si ricava immediatamente \(@& ) = 4 eo = 2.
Percio, un estremo inferiore pB(—2 < X < 8) si pu0 ottenere utilizzando la disuguaglianza di
Tchebycheff:

1
P(—2<X<8):P(—S<X—3<5):P(|X—3|<2,5-2)21—(2 5)2:0,84.




