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Calcolo delle Probabilità
Soluzioni 6. Variabili aleatorie continue: funzione di densità e
funzione di ripartizione

Variabile aleatoria continua.
Dato uno spazio di probabilità(Ω,A, P), unavariabile aleatoria(v.a.) è una funzioneX(ω) avente
come dominioΩ e codominio la retta reale che soddisfa alla condizione dimisurabilità, cioè tale
che, per ognir ∈ R, l’insieme{ω : X(ω) ≤ r} appartiene adA.
Nel caso in cui l’insieme dei valori che la variabile può assumere sia un insieme infinito non nu-
merabile, si parla di v.a. continua. In tal caso, le probabilità calcolabili con riferimento aX sono
legate alla definizione di intervalli di valorix e non a singoli punti, i quali hanno probabilità nulla.

Funzione di ripartizione e funzione di densità.
Come nel caso delle v.a. discrete definiamo lafunzione di ripartizionedi X nel puntox come
FX(x) = P (X ≤ x), la quale assume valori nell’intervallo[0, 1]. Le funzione di ripartizione gode
delle seguenti proprietà:

• è una funzione continua e monotona non decrescente;

• limx→+∞
FX(x) = 1;

• limx→−∞
FX(x) = 0;

• P (a ≤ X ≤ b) = FX(b) − FX(a).

Sia data una funzione non negativafX(x), integrabile sull’insieme dei valori assumibili daX e tale
che

∫

+∞

−∞
fX(x)dx = 1. Allora fX(x) è lafunzione di densità di X ed è tale che

FX(x) =
∫ x

−∞

fX(t)dt.

Valore atteso e varianza.
Una v.a.X continua con funzione di densitàfX(x) ha valore atteso

E(X) =
∫

+∞

−∞

xfX(x)dx

e varianza

V ar(X) =
∫

+∞

−∞

(x − E(X))2fX(x)dx.
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Esercizio A. a)Le probabilità richieste sono date da:
P(X < 1, 5) = F (1, 5) = 1 − e−3 = 0, 9502;
P(X ≥ 0, 5) = 1 − F (0, 5) = e−1 = 0, 3679;
P(1 < X < 2) = F (2) − F (1) = e−2 − e−4 = 0, 1170.

b) La funzione di densità della variabile aleatoriaX è data da

f(x) =







0, x ≤ 0,
d

dx
F (x) = 2e−2x, x > 0.

Esercizio B. a)Le funzionifX(x) edfY (y) sono in effetti funzioni di densità in quanto sono fun-
zioni non negative, cioè,fX(x) ≥ 0, ∀x ∈ ℜ edfY (y) ≥ 0, ∀y ∈ ℜ, ed il loro integrale da−∞ a
∞ è pari a 1:

∫

∞

−∞

fX(x) dx =
∫

1

0

2x dx =
[

x2
]1

0
= 1;

∫

∞

−∞

fY (y) dy = lim
α→∞

[

∫ α

0

e−y dy

]

= lim
α→∞

[

− e−y
]α

0
= lim

α→∞

(

1 −
1

eα

)

= 1.

b) Le funzioni di ripartizione delle variabili aleatorieX edY sono date da:

FX(x) =
∫ x

−∞

fX(t) dt =











0, x < 0,
x2, 0 ≤ x < 1,
1, x ≥ 1,

e

FY (y) =
∫ y

−∞

fY (t) dt =

{

0, y < 0,
1 − e−y, y ≥ 0.

c) Le probabilità richieste sono date da:
(i) P(X > 0, 75) = 1 − FX(0, 75) = 1 − (0, 75)2 = 0, 4375;
(ii) P(0, 2 ≤ X < 0, 5) = FX(0, 5) − FX(0, 2) = (0, 5)2 − (0, 2)2 = 0, 21;
(iii) P(Y ≥ 1, 5) = 1 − FY (1, 5) = 1 − (1 − e−1,5) = e−1,5 = 0, 2231;
(iv) P(−3 < Y ≤ 2) = FY (2) − FY (−3) = 1 − e−2 = 0, 8647.


