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Calcolo delle Probabilita

Soluzioni 11. Variabili aleatorie doppie discrete: distribuzioni
congiunte, marginali e condizionate; indipendenza

Esercizio A. a) Affinche f(z,y) fornisca effettivamente una distribuzione di probahijlideve
valere:

2 3
ZZf :Czayj

i=1j=1
Per cui
k+3k+0,1+2k+0,24+0,2=1 <« 6k=0,5 < k=1/12

b) La funzione di ripartizione congiunté(zx, y) € data da:

ly<1l 1<y<4 4<y<5 y=>5

T <2 0 0 0 0
2<x<5b 0 1/12 11/60 23/60
x>5 0 1/3 3/5 1

c) Le distribuzioni di probabili marginali diX e diY sono date da:

x| 2 5 y |1 4 5
x) | 23/60 37/60 fr(y)|1/3 4/15 2/5

d) Le distribuzioni di probabil& condizionate sono date da:

y |1 4 5 y |1 4 5
P(Y =y[X =2)[5/23 6/23 12/23 P(Y =y|X =5)|15/37 10/37 12/37

e) La probabilit cheX edY siano entrambe uguali o superiori & 4lata da:
P(X >4,Y >4) = f(5,4) + f(5,5) = 11/30.
f) La probabilit richiestae data da:
PY <4X=2)=P(Y =1X=2)+P(Y =4|X =2) =5/23+6/23 = 11/23.

g) Affinché le variabili aleatorieX edY siano indipendenti deve valefédz,y) = fx(x) - fy(y),
perr =2 5ey=1,4,5. Consideranda = 2 ey = 1, si pw verificare che:

f(2,1) = 1/12 # (23/60) - (1/3) = fx(2) - fy (D).

Pertanto le variabili aleatori& e Y non sono indipendenti.

Esercizio B.Lo spazio campionario dell’esperimergalato da:

Q={(T,7171T),(T,TC),(T,CT),(TCC),CTT),(CTC),CCT),CCC)}.
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a) La distribuzione di probabilit marginale diX e data da:

fx(0) = P(al primo lancio si presenta “testa= P((7,7,T), (T,T,C),(T,C,T),(T,C,C)) = 1/2,
fx(1) = P(al primo lancio si presenta “croce= P((C,T,T),(C,T,C),(C,C,T),(C,C,C)) =1/2.

Mentre la distribuzione di probabiitmarginale di” e data da:
fy(0)
fr(2)

b) La distribuzione di probabilit congiunta diX edY” si ricava come:

/(0,0)
£(0,3)
f(1,1)

per cui si ottiene

P((C,C,0)) =1/8, fy(1) =P((T,C,C),(C,T,C),(C,C,T)) = 3/8,
P(T,T,C),(T,C,T),(C,T,T)) = 3/8, fy(3) =P((T,T,T)) =1/8.

0, ( ) ((T C, C)) = 1/87 f(Ov 2) = P((T7 T, O)? (Tv C, T)) = 2/87
P((T,T,T)) =1/8,  f(1,0) =P((C,C,C)) =1/8,
P((C,T,C),(C.C.T))=2/8, [f(1,2)=P((C,T,T))=1/8,  [f(1,3) =0,

0,0
0,3

Yy
z| O 1 2 3

0Ol 0 1/8 1/4 1/8
1/8 1/4 1/8 0

c) Le distribuzioni di probabil& condizionate richieste sono date da:

y o 1 2 3 y 0 1 2 3
P(Y:y|X:0)\0 1/4 1/2 1/4 P(Y:y\X:1)\1/4 1/2 1/4 0

d) Affinché le variabili aleatorieX ed Y siano indipendenti deve aveBi(Y = y|X = z) =
PY =vy) = fv(y), perc = 0,1 ey =0,1,2,3. Come risulta evidente confrontando, ad esempio,
la distribuzione condizionata di dato X = 0, con la distribuzione marginale i, le variabili
aleatorieX eY non sono indipendenti.

Esercizio C. a)Le distribuzioni marginali diX e diY rispetto alla distribuzione congiunta A sono:

z |1 2 3 y |1 2 3
x)|1/6 2/6 3/6 fr(y)[1/6 2/6 3/6

Osservando chg¢(1,2) = 0 # (1/6) - (2/6) = fx(1) - fy(2), si pw concludere che le variabili
aleatorieX eY non sono indipendenti.
b) Le distribuzioni marginali diX e di Y rispetto alla distribuzione congiunta B sono:

c |1 2 3 y |1 2 3
z) [1/6 2/6 3/6 Ay [1/6 2/6 3/6

Dato chef(x,y) = fx(x) - fy(y), perognix = 1,2,3 ey = 1,2, 3, allora le variabili aleatorieX
edY sono indipendenti.
c) Le distribuzioni condizionate delld sono date da:

y 1 2 3 y 12 3
PY =y X=1)[1/6 2/6 3/6 PY =y X=2)[1/6 2/6 3/6
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Si pw osservare che le distribuzioni condizionaté’didato X = z, perz = 1, 2,3, sono uguali
alla distribuzione marginale df; infatti le variabili aleatorieX edY sono indipendenti.
d) Le distribuzioni condizionate d¥ sono date da:

x |1 2 3 x |1 2 3
P(X=z[Y=1)[1/6 2/6 3/6 P(X =z[Y =2)[1/6 2/6 3/6

x |1 2 3
P(X =zY =3)[1/6 2/6 3/6
Le distribuzioni condizionate dX datoY = y, pery = 1,2,3, sono uguali alla distribuzione
marginale diX, essendoX edY variabili aleatorie indipendenti.

Esercizio D.Indicando conX il numero di uova deposte, si Ba ~ Poissofi)). Inoltre, indicando
conY il numero di nuovi insetti, allora la distribuzione condizionat&d'didatoX = z, € data da

YIX =z ~ Bin(z,p).

(Si osservi che se il numero di uova deposte, allora il numero di nuovi insetti puessere
0,1,...,z). Allora la probabili&i che si possano sviluppagenuovi insetti, pery = 0,1,2,...,
e data da:

PV =y) = PV =ylX=y) PX=y)+PY =y[X=y+1)-P(X =y+1)

=yl X=y+2)-P(X=y+2)+---

+P(Y
_ T py oy e -
Y x!

7)\ oo
= (1_ )w Y \TTYTY
y! =y ( y)'
Yy o]
- = Ayz — p)TTIATY
m—y y
_ oy i DA _ 0N
— y!
_ (pA)ye w
= T.

Pertantoy” ~ Poissofi\p).



